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A végtelen mint fogalom
a matematika oktatasaban
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Infinity as a concept in mathematics education

Abstract

This paper explores the introduction and teaching of the concept of infinity in mathe-
matics. Since a correct development of the concept of infinity is essential for the
successful completion of studies in this field, especially in higher education, this pa-
per collects information known on this topic. This is complemented by a historical
background on the subject, related basic concepts, various illustrative examples and
exercises, all suitably formulated. All of this is summarised in a methodologically illumi-
nated way, even as a possible resource for teachers. Nevertheless, it should be inter-
esting reading for anyone curious about one of the most important abstract concepts
in mathematics, infinity.
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Bevezetés

A végtelen fogalma a mindennapokban, a filozofiaban, a teologiaban é€s a mate-
matikaban is megjelenik, értelmezése azonban eltérd lehet. Ha a szo6 jelentését
vesszUlk, akkor vég nélkilit vagy hatartalant jelent, tovabbi szépsége, hogy fénév-
kent és melleknévként is hasznalatos. A matematika tertletén fontos szerepet jat-
szik a végtelen fogalmanak helyes megismerése. Epp ezért a végtelent és a hozza
kapcsolodo fogalmakat kortljarva, a sikeres megértést segité modszereket kutatva
egyes meglatasok kerlltek 0sszefoglalasra, tapasztalatokkal kiegészitve. Egy rovid
térténelmi bevezetd utan ismertetésre kerlilnek kiilénb6zé példak, amelyek mind a
végtelen fogalmanak megértéseét hivatottak segiteni. A kapcsolodo alapfogalmakon
belll specifikus szemléltetd feladatok is helyet kaptak.

Torténelmi attekintés
A végtelen mint fogalom mar évezredek ota foglalkoztatja az emberiséget. Vegyuk

peldaul az 6kori gondolkodokat. Mivel az akkori tudosok inkabb polihisztorok voltak,
sem minthogy kizarolag egy konkrét témakor szakertdi, ezert a tudomanyok tébb
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terliletén is szembetalalhattak magukat a végtelen meghatarozasanak kérdésével.
Ott van példaul a filozoéfia tertiletén a létezes kérdése: volt-e kezdet, lesz-e veg?
A csillagaszat tudomanyteriletén, a messzeségbdl adédoan, a végtelen tavolsag
felmerlilése. Van e olyan csillag, amely olyan messze van, hogy barmekkora is,
nem latszik a Foldrél? Ezekhez kapcsolodva a fizikaban az id6 és a ter vegtelense-
genek kerdése. Vegylk tovabba a matematikaban a legnagyobb szam létezésenek
felvetéset, vagy a végtelenszer elvégzett felezés eredményét. Az elébbi a végtelen
nagy, az utobbi a végtelen kicsi fogalmakat hozza magaval. De a végtelen megjelent
indirekt modon is, példaul az egy egysegnyi oldalu négyzet atlojanak kiszamitasa-
nal, ami v 2 és mint ismert, egy irracionalis szam, ami végtelen szamu tizedesjegy-
bdl all. Hasonldan az el6z6h6z az egységnyi atmerdju kor kerllete, a mw vagy akar az
aranymetszés meghatarozasnal. Nem utolsosorban a vegtelen illuziokon keresztil
is megjelenhet, mint példaul két tikor szembeforditasa.

Feljegyzések szerint az 6kori Gorogorszagban foglalkoznak elészor 6sszetetteb-
ben a vegtelennel. Az emlitett végtelen gyakorlati problémai megjelennek Zéenon
paradoxonjainal. Ezek kdzll talan a legismertebb Akhilleusz és a tekndsbéka para-
doxona. A paradoxon ellentmondast jelent, és azért kapta ezt az elnevezést, mert
nem logikus és az ép észnek ellentmondo kdvetkeztetésre jutottak. A feladatban
Akhilleusz gyorsan fut, a tekndsbéka viszont lassu, ez eddig valosaghd. A feltétele-
zés szerint, ha Akhilleusz egy bizonyos tavolsagu elényt ad a teknésbékanak, akkor
soha nem éri utol. Ez a feltételezés viszont mar a valosagtol elrugaszkodott (innen
a paradoxon), mivel tapasztalatbol tudjuk: ha Akhilleusz véges tavolsagu elényt ad,
egy veges iddn belll utol is éri a tekndst, ha gyorsabb nala. Zénén gondolatme-
nete az volt, hogy mig Akhilleusz odaér, ahol a teknés indul, addig id6 telik el, es
az alatt az id6 alatt a teknds valamennyi utat megtesz. Majd hiaba révidebb az ut,
Akhilleusznak ezt meg kell ismételnie, amig a teknds megint elmozdul. Ha ezt vég-
telenszer megismétli, utoléri-e valaha a tekndst? Elgondolkodtato ez a feladat, és
a megertésevel kdzelebb kerllhetiink a végtelen sorok viselkedéséhez, amelyre a
késdbbiekben még visszatériink (Feng 2023; Theunissen 2021).

Voltak, akik nem egyertelmien mondtak ki a végtelen letezését. Arisztotelész
megkulonbdztetett aktualis €s potencialis vegtelent. A potencialis vegtelen szamok
olyan sorozata, amit mindig lehet folytatni (pl. természetes szamok). Ebben az eset-
ben az aktualis végtelen jelentené a természetes szamok 6sszesseégét, de az ak-
tualis végtelent nem fogadtak el. Ezeknek a fenntartasoknak kdszénhetéen sokaig
nem beszéltek egyértelmilen végtelenrdl. Euklidész mar kdrvonalazta, hogy ,bar-
minél tobb primszam létezik”’, meégis csak joval késdbb fogadtak el tételként, hogy
vegtelen sok primszam van. Europaban a kézepkorban a tudomanyossag hatterbe
szorulasa figyelheté meg, és ennek eredményeként egyre kevésbe foglalkoztak a
végtelen fogalmaval is. Ez betudhato akar annak a kdvetkezménynek, hogy a vallas
kerllt a kdzéppontba, és a végtelen fogalma pedig a tudomanyos megkdzelités he-
lyett a teoldgia tertletére kerult at. A reneszansz koratol kezdett ujra éledezni a tu-
domanyossag a matematika tertiletén is. Az altalunk ismert ,,c0” végtelen szimbolum
John Wallis angol matematikustol szamazik, aki 1655-ben hasznalta azt elészoér. Az
ujkori matematikaban, annak tobb agaban is attorések torténtek a vegtelen értel-
mezéseben. A geometriaban a végtelen tavoli pont bevezetésével létrejott a projek-
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tiv geometria. Az analizisben pedig a vegtelen kis részekre bontas altal megjelent
az integralszamitas. Majd a hatarérték bevezetése jelentette a végtelen értelme-
zésének ujabb szintjét. Ezen fogalmakban mar hasznaltak a veégtelent, viszont a
definicidjat csak a késbébbiekben, a halmazelmélet létrejottével tudtak megadni.
Georg Cantor volt a halmazelmélet megalkotoja. Az elméletben akadtak problémak
es ellentmondasok, mint példaul a Russel-paradoxon. Egy masik ismert néven a
borbélyparadoxon a szemléltetd feladatrol kapta az elnevezését, ami az absztrakt
matematikai jelolést Ulteti at kdzéleti példaba az alabbi modon:

Egy kaszarnya katonai borbélya a szabalyzat szerint azokat a katonakat koteles
megborotvalni, akik maguk nem borotvalkoznak, és nem borotvalhatja azokat, akik
maguk borotvalkoznak. Egy felmeril6é kerdés, hogy megborotvalhatja-e sajat ma-
gat. Ha maga borotvalkozik, akkor nem lenne szabad a szabalyzat szerint, ha pedig
nem borotvalkozik, akkor kdteles lenne megborotvalni magat. igy mindkét esetben
vét a szabalyzat ellen (Acosta 2023).

Az ehhez hasonld problémakat késdbb a halmazelmélet axiomatizalasaval
sikertlt kikliszobolni, ami Neumann Janos, Paul Bernays, Kurt Godel mellett
Zermelo és Frankel neveihez f(izédik. igy végre eljutottunk a végtelen mai matema-
tikai értelmezéséhez (Moore 1995; Batchelor 2002).

A végtelen

A vegtelen matematikai fogalom alapvetd ertelmezesének atadasa nem kénnyl fel-
adat. Ennek egyszer(i oka, hogy a végtelen, mint olyan, megfoghatatlan és elvont,
mivel a valo életben csak veges szamokkal van tapasztalatunk. De hol is talalkozhat
elészor a diak a vegtelennel? Meglepd lehet a valasz, hogy mar az alapiskolaban,
vagy meg korabban. Valdszinu, hogy hallottunk mar vitatkozo gyerekrél, hogy me-
lyikiik tud nagyobb szamot mondani. Természetesen egyikiik sem, hiszen mindig
mondhatd nagyobb szam. Az oktatasban mar az alapoktdl megjelenik a szamegye-
nes és az egyenes a geometriaban, de itt még csak emlitve van, hogy az szame-
gyenes végtelen. Fontos hangsulyozni, hogy ne az rogzlljon a diakokban, hogy
az egyenes addig tart, amig a lap, de még nem lehet atfogoan definialni. Majd
a szamhalmazok témakoréenél komolyabban eldtérbe keril, hogy végtelen szamu
természetes szam van. Késdbb a racionalis szamoknal gondoljunk csak a szaka-
szos tizedesszamokra, ahol végtelen ismétlédést jelollink. Ezt kihasznalva célszeru
lenne a végtelen fogalmanak bevezetéseét egy feladvannyal kezdeni, mégpedig a
kovetkezoével:

Milyen kapcsolat (relacio (<,=,>)) all fenn a két értek kézott?
0,999...7 1

Nagy valoszinliséggel azt a valaszt kapjuk, hogy az egy a nagyobb. A helyes va-
lasz azonban az egyenldseg. A valaszokbol maris kepet kaphatunk arrol, hogy kik
azok, akik valamennyire képben vannak az eddigi ismeretekkel, és tudjak azokat
alkalmazni.
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A kételkeddknek egyszerl elemi matematikaval bizonyithato a feljebbi allitas
(Norton - Baldwin 2011/2012):
x=0.999... /*10
10x = 9.999... /-x
10x-x = 9.000...
9x=9 /9
x=1

A szakaszos ismétlddéshez hasonloan az irracionalis szamoknal fontos allan-
dok, mint példaul a @ vagy az e (Euler-féle szam) kapcsan kertl képbe a vegtelen.
Az ilyen allanddkkal valo szamitasoknal fontos kiemelni, hogy az eredményt kerekit-
ve ertjuk. A szamhalmazok nagysagainak 0sszehasonlitasanal a diakok mar szem-
betalaljak magukat a kilonb6zé ,,nagysagu” végtelennel. Tipikus pelda a melyikbdl
van tobb: a természetes szamokbol vagy a szamegyenesen a nulla és egy kozott
elhelyezkedd szamokbol?

A végtelen fogalmanak meélyebb értelemzéséhez szilkkség van a halmazelmélet
alkalmazasara. Azt mondjuk, hogy minden, ami nem véges elemszamu halmaz,
az végtelen szamossagu. A végtelen szamossagu halmazok kozott megkulonboz-
tetlink megszamlalhaté és megszamlalhatatlan (kontinuum) végtelent. Mindemel-
lett megszamlalhato végtelen halmazok kdzétt is lehetnek kilonbdzd nagysagok.
A legegyszerlibb példa a paros szamok halmazat 6sszehasonlitani a természetes
szamok halmazaval. Lathatd, hogy mindket halmaz végtelen elemet tartalmaz, de
a természetes szamokboal ,.erezhetéen” ketszer tobb van, mivel a paros szamokbol
annyi van, mint a paratlan szamokbol. Ez mar a halmazok suriiseégenek a tertlete.

A vegtelen halmazok szamossaga kozti kilénbseget talan a leképezéssel
(hozzarendeléssel) a legmegfelelébb szemleltetni. Azeért megszamlalhatoan véegte-
len sok paros szam van, mert mindegyiket hozza tudjuk rendelni pontosan egy,
soron kovetkezé természetes szamhoz. Ha ugy tetszik ,indexelni” tudjuk egytdl
kezdve a természetes szamokkal. Ezért megszamlalhatéan végtelen sok paros,
paratlan, primszam, Fibonacci-szam... van. Ha a feljebb is emlitett nulla és egy ko-
zOtti racionalis szamokat nézzik, nem tudjuk hozzarendelni (,indexelni’), mert nem
tudjuk megmondani, hogy melyik racionalis szamot rendelnénk az egyhez. Es az
irracionalis szamokat meg nem is emlitettiik. Tehat a nulla és egy kozbétt megszam-
lalhatatlan végtelen szam van. Fontos feladat, hogy megértessiik a kilonbséget.

A vegtelen halmazok szamossaganak szemléltetésere David Hilbert német
matematikus Grand Hotel problémaja (1924) is jol alkalmazhato. Masnéven a Ho-
tel-paradoxon egy hires gondolatkisérlet, amely a végtelen fogalmat hivatott kdze-
lebb hozni az emberekhez (Hilbert 1984).

A Hilbert-hotel egy olyan képzeletbeli szalloda, amelyben végtelen sok szo-
ba van. A szobak 1-t6l kezdve a természetes szamokkal vannak megszamozva. A
hotelben talalhaté tovabba egy hangosbemondo, amit minden szobaban hallani.
Tegytk fel, hogy telthaz van, azaz minden szoba foglalt.

Probléma 1: Egy Uj vendég erkezik. Egy valds hotelben, ha mar nincs szabad
szoba, nem tudnak fogadni az Uj vendeéget. lit viszont az Uj vendég kdénnyen elhe-
lyezhetd.
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Megoldas: A portasnak csupan annyit kell kérnie a hangosbemondon keresz-
tll, hogy minden vendég kéltdzzon at az eggyel nagyobb sorszamu szobaba. igy
a koltozkddés utan felszabadul az 1-es sorszamu szoba, ahova bekoltdzhet az Uj
vendeg.

Probléma 2: Végtelen sok uj vendeég eérkezik. Elszallasolhatoak-e vajon min-
den?

Megoldas: A portas megkéer minden vendéget, hogy koltdzzén at abba a szo-
baba, amelynek sorszama az aktualis szobaszam kétszerese. igy az 1-es szoba
lakoi a 2-es szobaba kdltdznek, a 2-es szoba lakoi a 4-esbe, a 3-as szoba lakoi a
6-osba, és igy tovabb. Ezaltal minden paratlan sorszamu szoba felszabadul, ame-
lyekbe bekoltdézhet a vegtelen sok uj vendeg.

Probléma 3: Vegtelen sok autobusz érkezik, és mindegyikben vegtelen sok
vendég. Vagyis végtelen sokszor végtelen sok vendeéget kell elhelyezni az amugy
telthazas szallodaban.

Megoldas: Sorszamozzuk be a buszokat, és azokon bellil az egyes utasokat.
Ekkor az alabbi, mindkét dimenzid mentén veégtelen tablazatban az 6sszes utas
szerepel:

1. busz g9 10.
2. busz 8910

3. busz 78910

4, busz 678910...
5. busz 5678910..
6. busz 345678910 ..
7.busz: ¥Y2345678910 ...

1. abra: A hotelbe érkezé buszok és utasok

A kétdimenzios probléma visszavezethetd az el6z6 egydimenzios problémara, ahol
csak egyetlen végtelen vendegsorozatunk volt, ahol minden utas pontosan egy-
szer szerepel. Ehhez minddssze annyit kell tenni, hogy a fenti abra eljarasa alapjan
allitjuk sorba az utasokat (ezt a sorbaallitasi eljarast atlés modszernek is nevezik,
amely Cantor nevéhez f(iz6dik). A sorban érkezd végtelen vendéget pedig az el6z6
probléma megoldasaban leirtak alapjan el lehet helyezni. Ez csak egy lehetséges
megoldas, akar mas médon is sorba rendezhetjiik a vendégeket, de talan ezt a leg-
egyszerUlbb abrazolni. Hasonlo elven mukodik ez a megoldas tdbb dimenzidban is,
peldaul, ha végtelen szamu hajo végtelen szamu autobuszt hozna, rajtuk végtelen
szamu utassal.
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Probléma 4: Uj vendégek fognak érkezni, akik mind egymas melletti
szobakban szeretnének aludni, viszont azt nem tudni elére, hogy 6sszesen hany
vendég fog éjszaka érkezni, pusztan annyi, hogy a szamuk véges lesz. Vagyis most
ugy kell a vendégeket atkoltoztetni, hogy a koltdztetés utan legyen tetszdlegesen
hosszu, egymassal szomszédos Ures szobakbol allo szekcio.

Megoldas: A portasnak arra kell megkérnie a vendégeket, hogy mindenki az
aktualis szobaszamat emelje négyzetre, és koltdzzon at az igy kapott szamu szo-
baba. Tehat az 1-es szoba lakoi helyben maradnak, a 2-es szoba lakoi a 4-esbe
koltdznek, a 3-as szoba lakoi a 9-esbe, a 4-es szoba lakoi a 16-osba, és igy tovabb.
A koltézeés utan tehat pontosan a négyzetszamot viselé szobak lesznek foglaltak.
Mivel a negyzetszamok kdzott egyre ndvekvé hézagok vannak, ezért tetsz6legesen
sok, de véges szamu Uj vendég szamara lehet talalni olyan egymas melletti szoba-
kat, amelyek mindegyike szabad. Ezen felll tébb szabad szoba is marad, igy ha
esetleg vegtelen sokszor is érkezik tovabbi veéges szamu vendeég, elhelyezhetdek
tovabbi koltdztetés nélkil.

A fentebb vazolt problémak nem ellentmondasok, csak a jozan észnek monda-
nak valamennyire ellent. Nem egyszer(i megszokni, hogy vegtelen sok elem halma-
zarol gondolkodjunk, és nehéz elfogadni, hogy az ilyen halmazok tulajdonsagai és
viselkedése eltérhet a véges halmazok tulajdonsagaitol és viselkedéseétol.

A végtelenhez kapcsolodo alapfogalmak
Sorozat

A sorozat fogalmaval valoszinlileg mar talalkoztak a diakok, hiszen akar a termé-
szetes szamokrol vagy primszamokrol beszéllink, szamsorozatokkal dolgozunk,
meégis fontos tisztazni a definiciot:

Olyan sorozatokat, amelyek szamokbol allnak, szamsorozatnak (tovabbiakban
sorozat) nevezzik. Megadasa torténhet kortlirassal, képlettel vagy rekurzioval. EI6-
allhatnak nemcsak véges, de végtelen sorozatok is.

A téemakornél meglatasom szerint van egy fontos feladatunk, megpedig
pontositani a hianyosan rogzilt tudast, mint példaul egy elsd néhany elemmel meg-
adott sorozat folytatasat. Ez az a feladat, amivel nagy valosziniiseéggel valahol mar
talalkoztak a diakok. A ,folytasd a sort” tipusu feladatok akar versenyeken, intelli-
genciatesztekben vagy az altalanos iskolas matematikadrakon is szerepelhetnek.
Ennek az a bokkendje, hogy képzési szabaly hianyaban a kdvetkez6 elem barmi
lehet:

Legyen példaul az elsé néhany elem: O, 1, 2, 3, ... . A legelterjedtebb valasz
az, hogy ez a természetes szamok felsorolasa, azaz a folytatas: 4, 5, 6, . . . . Egy
masik szabaly lehet, hogy a sorozat periodikusan ismétlédik, azaz a folytatas: O, 1,
2,3,0,1,... .Viszont semmi nem tiltja, hogy mas kdvetkezzen, vagyis lehet mas
is a sorozat ,logikaja”. Erre kulonosen fontos felhivni a figyelmet, mert a laikusok
gyakran esnek abba a hibaba, hogy pusztan a sajat logikajuk alapjan képesek el-
fogadni egy sorozat elemeinek folytatasat. A kdvetkez6 esetben legyen a sorozat
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els6 ot eleme: 3, 1, 4, 1, 5, ... . A sorozat egyik logikus folytatasa: 1, 6, 1, 7, ...
. Ugyancsak fel lehet ismerni a pi elsé szamjegyeit is, és a sorozatot ugy folytatni,
hogy: 9, 2, 6, . . . , akar meg is fordulhat a peridédus, ebben az esetben: 1, 4,
1, 3, ... . Ezen tul interpolacioval is lehet az adott elemekre polinomot illeszteni,
melynek értékei megadjak a sorozat hatralevd tagjait. Igazabol barmi lehet a kovet-
kezd szam, addig, amig nincs pontosan meghatarozva a sorozat a definiciénal leirt
harom lehetéség egyikével.

Sor

Ha egy sorozat elemeit 0sszeadjuk, azt sornak nevezziik. Ha szamok végtelen so-
rozatanak dsszegét képezziik, akkor végtelen sort kapunk.

A sorok bevezetésénél fontos hangsulyozni a kilénbséget a sorozat és a sor
kozott. Mig az eldbbi alatt szamok sorozatat értjik, addig az utobbin az adott so-
rozat tagjainak dsszegét (akkor is, ha végtelen sok szamrol beszéllink). A végtelen
sok szam dsszeadasanal fontos a j6 szemléltetés. Ennek érdekében olyan példa-
kat célszer( felhozni, amelyek mindennapi eszkdzokkel szemléltetheték. Az egyik,
erre a célra teljesen alkalmas feladat igy hangzik:

Ha el6szor lerakok egy 7 m? teriiletli csempét, majd melléteszem a felét, is-
mételten a felét, és igy tovabb, végtelenszer megismételve ezt a folyamatot, akkor
mekkora terlilet(i csempém lesz lerakva? (Az egység természetesen eltérhet.)

2. dbra: Csempelerakas

Hasonloan az el6z6hdz, kivonasra is alkothatunk a mindennapokra levetitett példat.
Ha van egy tortank és az els6é embernek a felét adjuk, majd a kdvetkezének a ma-
radeék felét (tehat az egész negyedét), a kdvetkezének szintén a maradék felét, és
igy tovabb... hany embernek jut torta? A gyakorlatban bizonyos szamu Iépés utan
kivitelezhetetlen ugyan, de ez a példa segit ravezetni az elméletre. A cél az, hogy
a feladatmegoldd megsejtse, hogy elméletben nem csak véges sokszor tudunk
felezni. Ha valaki azt valaszolja, hogy nem marad torta, az jo Gton jar.
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3. abra: Tortafelezés

A végtelen sorok szemléltetésére a mar korabban is emlitett Akhilleusz és a teknés
paradoxonja is kivaldan alkalmas. A probléma ismertetése utan a diakok elgondol-
kodnak, hogy miert tlinhet a feltételezés es a tapasztalat ellentmondasnak. A leiras
logikusnak tlinik, hogy mire Akhilleusz a teknds pozicidjaba ér, addigra a teknds
valamennyit elmozdul, és ha ezt véges alkalommal ismételjik, akkor soha nem éri
utol. A valosagban persze tudjuk, hogy utolérné a tekndst.

4. dbra: Akhilleusz és a teknés paradoxona

Hatarérték, konvergens, divergens

A hatarérték megértésehez és helyes alkalmazasahoz az eddig felsorolt ismeretek
elengedhetetlenek. Ahogyan az is, hogy nem akkor érti egy hallgato a hatarertek
fogalmat, ha 100 példat kiszamoltatunk vele, hanem akkor, amikor a feladatokat
onalldban meg tudja oldani, mert tisztaban van vele, hogy mit csinal. Az allitasomat
alatamasztja a sajat tapasztalatom is arrol, amikor én tanultam ezt diakként. A defi-
nicid bemagolasa nem egyenlé a készségszinten valo alkalmazassal. Epp ezért,
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bar altalaban szoritott a tempd és nincs elég idd az oktatasban erre, megis aki
teheti, javaslom, hogy alkalmazza legalabb a definicio kiegészitéseként az alabbi
szemléltetéseket, mert visszajelzésbdl és sajat tapasztalatbol is mondhatom, sokat
segitenek a minél gyorsabb megértésben.

Sokszor nehéz dolgunk van matematikatanarként, mert nagyon pontosan kell
fogalmaznunk, de kdzben ha valaki, esetleg tobben nem értik, el kell tudnunk mon-
dani ,konyhanyelven”, hogy nagyobb eséllyel megértsék. Olykor nehéz egyszer-
re szakmainak és érthetének lenni. Ezért most a pontos definiciot szandekosan
kihagyva (ugyis szamtalan forrasbol megtalalhato) inkabb a laikus oldalrol nezve
igyekeztem megfogalmazni nagyjabdl féluton a két megkdzelites kodzott, hogy mi
az a hatarertek.

Az el6z6ekben emlitett soroknak lehet hatarértéke, tovabba fliggvényeknek és
egyeb matematikai objektumoknak is. Hatarertéknek nevezzik azt, ahova a sor
tart. Mit értlink az alatt, hogy ,tart”? Pontosan azt, hogy egy bizonyos elem utan a
sor tovabbi elemei csak egy bizonyos kérnyezetben lesznek. A kdrnyezet pedig egy
tetszélegesen kis intervallum. Ennél a témakornél gyakran jo segitséget nyujt, ha az
elemeket, jelen esetben a sorozat elemeit bogarakhoz vagy rovarokhoz hasonlitjuk
peldainkban. Ebben az esetben a szemlélteté példa lehetne egy hangyavonulat,
ahol a hangyak a sorozat elemei, a hatarétékik pedig a hangyaboly, ahova tarta-
nak.

A hatarértékhez kapcsolodo fogalmak a konvergens és divergens. Egy sorozat
akkor konvergens, ha létezik hatarértéke, ellenkezé esetben divergens. A konver-
gencia a matematikai analizis egyik alappillére. Elemek sorozatanak konvergencia-
jan azt értjuk, hogy az elemek hatarértekben végtelen kis tavolsagra megkdzelitenék
azt. A matematikai analizis kiemelkedden fontos feladata, hogy a ,végtelen kozeli”
kifejezésnek pontos értelmet adjon és ezzel a hatarérték fogalmat matematikai esz-
koézokkel megfoghatova tegye. A konvergens és a divergens fogalmak értelmeze-
seéhez talan a legegyszerlibb szemléltetés egy szamegyenes, ahol egy pontszeru
bolha ugral az altalunk meghatarozott modon. Harom ilyen meghatarozas lesz:

Els6 esetben a bolha faradékony és mindig feleakkorat bir csak ugrani:

1

1 15 175 188

5. abra: Bolha ugrasa a szamegyenesen 1
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Szemléletesen lathato €s kdnnyebben elképzelhetd igy a diakoknak elsére, mint ha
csak a felirast latnak:
1
Im ) =2
o

A masodik bolha nem faradékony ugyan, de nem tudja eldénteni, melyik iranyba
mozogjon, ezért felvaltva ugrik jobbra és balra:

6. abra: Bolha ugrasa a szamegyenesen 2

Ebben az esetben a sorozatnal mutathatdo meg, hogy nem tart sehova. Azt mond-
juk, hogy nincs hatarértéke, ezért divergens.
Aharmadik bolha egyre nagyobbakat ugral, pontosan kétszer akkorat, mint elétte:

1 3 7 15

7. abra: Bolha ugrasa a szamegyenesen 3

Itt a abrazolasaval vilagosan lathato, hogy a végtelenbe tart, ezért divergens lesz.

Befejezés

Tanarként fontos, hogy azt, amit mi mar jol értlink, at tudjuk adni a megfeleld szin-
ten a hallgatoknak. Ehhez ajanlott medfigyelni a sajat megertesiink folyamatat, fel-
idézni, mi volt az, ami kulcsszerepet jatszott abban, hogy az adott témakodrben a
fogalmakat és lepeseket megértsiik. A végtelen fogalmanak megértése kilondsen
nehéz, mivel kézzelfoghatatlan. Eppen ezért fontosnak tartom a lehetd legjobb pél-
dak és feladatok kiséretében oktatni. Célul tizném ki, hogy az elvont fogalmakra a
matematikaban ne ,mumusként” gondoljanak a diakok, és ezért meg se probaljak
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megerteni. Napjainkban egyre nagyobb hangsulyt kap az oktatas modszertana,
ami a gyakorlatban sohasem tokéletes, de tamogatom az oktatas soran a tudatos
torekvest arra, hogy ne csak informaciot adjunk at, hanem azt a lehetd legmegfe-
lelébb kéntdsben tegyiik. Ugy gondolom, ha sikeriil érdekessé tenni, szemlélete-
sebben atadni az informaciot és ezaltal kozelebb hozni a vegtelent, mar sikeres volt
a torekves.
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